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Глава 1

Введение в Maple
Система Maple - это эффективный инструмент как для простых, так и сложных вычислений. Создана в фирме Waterloo Maple Inc. (www.maplesoft.com), которая основана в 1984 году и выпускает и продвигает на рынке ряд программных продуктов, ориентированных на сложные математические вычисления, визуализацию данных и моделирование. Система Maple предназначена для символьных вычислений, имеет ряд средств для численного решения дифференциальных уравнений и интегрального исчисления, а также обладает развитыми графическими средствами. 

1.1 Главное окно

Для начала перечислим основные элементы главного окна системы Maple 11:
[image: image1.png]E72 Maple 11 - Untitled (1) - [Server 1]
Fle Edt Vew Insert Format Toble Drawng Flot Spreacscet Took Window He

D2BESES &R 5¢ TP

e = W OFe &

Bl Tt @ED orewina  Plat

Animation,

(€ omath ) ( Times New Roman

D@ B

3

© Ready

Memory: 0,37 _Time: 0,235 _Meth Mode.





Главное меню - содержит обширный набор команд для доступа к функциям Maple.

Панель инструментов - содержит по умолчанию 26 кнопок для вызова наиболее часто используемых команд из главного меню.

Панель поддонов - является превосходным помощником, позволяющим быстро и просто вставлять в редактор уникальные математические символы, выражения, операторы, объекты Maple и т.д.

Рабочее поле - редактор кода, непосредственно при работе с которым и производятся требуемые вычисления.

1.1.1 Главное меню

Рассмотрим пункты главного меню Maple:
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Меню File позволяет произвести основные операции над файлами (создание, сохранение, открытие, экспорт и т.д.).

Меню Edit предоставляет нам возможность редактирования текста из рабочего поля.

Меню View предназначено для изменения внешнего вида программы, шрифтов и т.д.

Меню Insert даёт возможность вставить в рабочее поле различные объекты (от простых изображений до 3D графиков), метки, разрывы строк и прочее.

Меню Format помогает нам изменить визуальные характеристики текста, отображаемого в рабочем поле.

Пункты Table, Drawing, Plot, Spreadsheet предназначены для работы с таблицами,  рисунками, графиками, электронными таблицами соответственно.

Меню Tools содержит в себе различные инструменты Maple, обучающие программы, а также позволяет подключать новые пакеты и производить более детальную настройку программы.

Меню Window - это инструмент, облегчающий переключение между окнами программы.

Меню Help для нас является одним из главных, так как та кладезь информации, которую разработчики записали в файл справки, в нашем случае является бесценной. И это действительно непустые слова, потому что работая со справкой можно действительно учиться. Всё дело в том, что практически каждый пункт справки снабжен примерами и пояснениями. Вставляя текст этих примеров в редактор, не трудно будет разобраться в том, что они делают. Единственный омрачающий факт - это то, что файл справки доступен только на английском языке. Но и тут отчаиваться не стоит, потому что написаны эти примеры очень доступно, и разобраться в них будет не сложно. А всё это объясняется тем, что язык математики универсален, и понятен на интуитивном уровне.

1.1.2 Панель инструментов

Перечислим функции всех кнопок присутствующих на панели инструментов по умолчанию.
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Здесь расположены кнопки вызывающие команды работы с файлами, отправки на печать, редактирования текста, вставки комментариев и областей ввода, открытия и закрытия подсекций, перехода между рабочими листами, выполнения, увеличения текста, табуляции и вызова справки.

1.1.3 Панель поддонов
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Сразу следует объяснить несколько необычное название этой панели. Всё дело в том, что в последних версиях Maple канадские разработчики принялись за совершенствование интерфейса программы, что и привело к появлению так называемых поддонов (palletes), предназначенных для быстрого добавления объектов в редактор визуально удобным способом. Основная их цель избавить работу пользователя от лишних телодвижений и позволить легко и непринужденно выполнять команды, что позволит лучше сосредоточиться на рассматриваемой проблеме, а не на деталях её реализации. Можно с уверенностью сказать, что разработчики не только не ошиблись с этим названием, но и наиболее точно подчеркнули суть нововведения. 

Поддоны делятся на:
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  Aлфавитные (English) - Script, Fraktur, Open Face, Greek, Cyrillic, Diacritical Marks, Roman Ext. Upper Case, Roman Ext. Lower Case.
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 Математические - Common symbols, Relational, Relational round, Operators, Large operators, Negated, Fenced, Arrows, Constant and symbols, Punctuation, Miscellaneous.
· Bыражения - Expression, Matrix, Layout, Components, Handwriting, Units (SI), Units (FPS), Accents, Favorites.
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  Рисунки - Drawing properties, Canvas properties.
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В дальнейшей работе наиболее часто нами будет использоваться поддон Matrix. С помощью него можно легко и оперативно добавлять готовые матрицы на рабочий лист.
Значения параметров Rows и Columns отвечают за количество строк и столбцов соответственно. 

При помощи кнопки Choose… Вы сможете визуально определить каких размеров должна быть Ваша матрица. 

Параметр Type определяют значения элементов матрицы (символьные, все нули, все единицы, единичная матрица, случайные).

Значение Shape задаёт форму матрицы (диагональная, симметричная, Эрмитова и т.д.)

И последний параметр Data type определяет тип данных элементов матрицы.

1.1.4 Рабочее поле
Рабочее поле обычно состоит из трех областей: область ввода, область текста и область вывода.
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Область ввода в Maple 11 располагается в специальной рамке « [image: image8.png]


 ». Она содержит вычислительные команды Maple, которые могут быть выполнены (инициализированы) нажатием клавиши Enter, в то время когда курсор находится внутри этой области. 

Также в Maple 11, как и в старых версиях программы, область ввода может начинаться приглашением «[image: image9.bmp]». Установить её на рабочем поле можно с помощью кнопки «Insert Maple Input» на панели инструментов, либо нажав горячие клавиши Ctrl+M.

Пример 1.1. Рассмотрим функцию solve, решающую простое уравнение 2·x=4 относительно x
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или
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Для записи комментариев в исходном коде используется символ #. Весь текст в строке находящийся после него считается комментарием и компилятором пропускается.

Для установки абзаца (перехода на новую строку) в области ввода используется сочетание клавиш Shift+Enter.

В процессе работы область ввода может увеличиться и может потребоваться разбить её на секции и подсекции. Сделать это можно при помощи кнопки «Enclose the selection in a subsection» на панели управления. Суть секции в том, чтобы визуально отделить программный код рабочего документа Maple и разбить его на независимые части.

Область текста содержит поясняющие сообщения или любую другую текстовую информацию, которая может потребоваться для обеспечения наглядности документа Maple. Добавить область текста можно нажатием клавиши «Insert Plain Text» на панели управления или сочетанием Ctrl+T.

Область вывода содержит результаты выполнения команд Maple. Например, результатом команды описанной в примере 1.1 является число 2. Оно и будет отображаться в области вывода.

При работе с Maple может осуществляться также графическая визуализация результатов вычислений. Отображение графиков производится в области вывода рабочего поля или, по желанию, в специальных графических окнах.
1.2 Примеры выполнения команд Maple
Выполнение вычислений в Maple производится посредством команд. Эти команды представлены в виде функций и процедур. Чтобы облегчить понимание рассмотрим сначала несколько примеров, а только после этого дадим их описание.

Пример 1.2. Найдем интеграл от sin(x) по dx
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Особенности:

· Каждая команда должна оканчивать точкой с запятой (либо двоеточием). 
· Выполнение команды производится нажатием клавиши Enter.

· В скобках записываются параметры команды. Говоря математическим языком, записываются формальные параметры (аргументы функции).

· В Maple имеет значение запись команды в верхнем или нижнем регистре. То есть, команда Sqrt(x);  не будет распознана компилятором в отличие от команды sqrt(x);
Maple позволяет производить как символьные (неопределенный интеграл), так и числовые вычисления:
Пример 1.3. Числовое вычисление
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Часто может понадобиться, чтобы результаты какой-либо команды не выводились на экран. Сделать это можно заменив двоеточием точку с запятой в конце выполняемой команды.
Пример 1.4. Вывод значений осуществляется только в первом случае
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Пример 1.5. Рассмотрим простую задачу произведения двух заданных чисел
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Отредактируем вторую команду и, выполнив её повторно, получим довольно странный результат:
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В чём же дело? Почему Maple перестаёт давать верные результаты. А дело в том, что значение переменной остаётся в памяти и стирается только после выхода из программы либо при помощи встроенной функции перезагрузки системы.

И для того чтобы получить верный результат надо либо воспользоваться командой restart и проводить вычисления заново, либо выполнить те предыдущие команды от которых зависит искомый результат.

Также полезно знать, что возможность получить доступ к справке по неизвестной функции или пакету позволяет команда записывающаяся как вопросительный знак:

Пример 1.6. Вызов справки по функции solve
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1.3 Язык программирования
Система Maple имеет огромное (около 2000!) количество функций. Их разнообразие действительно нельзя преувеличить. Но что же делать, если поставленная задача не тривиальная и нужной функции нет в наличии? В этот момент на помощь приходит встроенный язык программирования Maple. Он использует синтаксис, близкий к общеизвестным Паскалю и Си. 

Мы будем рассматривать элементы процедурного программирования, использующего условные переходы и циклы, на описании которых и остановимся. 

Конструкция условного перехода if:

Обеспечивает выполнение или невыполнение некоторой последовательности операторов (часто всего лишь одного) в зависимости от заданных условий. Имеет следующий вид:

if <условие> then <последовательность операторов>

| elif <условие> then <последовательность операторов> |
| else <последовательность операторов> |
End if;

Где: 

<условие> - это выражение логического типа, которое имеет лишь два значения: истина или ложь. И в случае второго, выполнится соответственно либо проверка следующего условия после elif, либо последовательность операторов расположенная после else.
<последовательность операторов> - операторы в порядке их выполнения.

Элементы конструкции, расположенные между | | необязательны, и могут опускаться в зависимости от ситуации.

Пример 1.7. Нахождение максимума из 3-х чисел
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Имеет место следующая конструкция:

if <условие> then <последовательность операторов> fi;

Она называется неполным оператором if, так как в ней не указаны операторы, действующие при невыполнении условия. 

Также вместо записи «End if» можно записывать «fi» (if наоборот). 

Пример 1.8. Проверить меньше ли 9 число a, где a=10
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Конструкция повторения for...while...do:

Состоит из заголовка и тела цикла. Может быть представлена в двух форматах. Обеспечивает выполнение последовательности операторов неоднократно, то есть для подсчитанного числа раз (первый формат) или до тех пор пока некоторое выражение истинно (второй формат). 

Первый формат:

| for <имя переменной> || from <выражение1> || by <выражение2> || to <выражение3> ||  while <выражение4> | 
do <последовательность операторов> end do; 
Где:

<имя переменной> - объявление переменной для установки значений из диапазона, задаваемого выражениями 1 и 2.

<выражение1> - начальное значение.

<выражение2> - шаг.

<выражение3> - конечное значение.

<выражение4> - это выражение логического типа, которое имеет лишь два значения: истина или ложь. При истинном значении последовательность операторов будет выполнена, иначе нет.
<последовательность операторов> - операторы в порядке их выполнения.

Пример 1.9. Сумма чисел от 1 до 100
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Bторой формат:

for <имя переменной> || in <выражение1> || while <выражение2>

do <последовательность операторов> end do; 
Где:

<имя переменной>, <выражение2>, <последовательность операторов> - имеют равносильные определения, предложенные в первом формате конструкции.

<выражение1> - множество значений, которые принимает переменная. 
Пример 1.10. Сумма элементов из множества {1, x, y, z2, 5​}
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Не стоит думать, что вышеперечисленными базисными конструкциями языка возможности Maple ограничиваются. Программирование в среде Maple также предусматривает чтение и запись данных в файл, создание собственных процедур и функций, а затем помещение их в собственную библиотеку (пакет). В случае возникновения ошибок в исходном коде можно воспользоваться встроенным отладчиком. В случае надобности, полученный исходный код можно перекодировать на распространённые языки Си и Фортран. И хотя распространенность второго явно преувеличена, это, в общем и целом, делает язык программирования Maple универсальным инструментом, который подходит для создания как простых, так и действительно сложных и объёмных вычислительных программ, легко транслируемых на другие языки.

1.4 Пакеты
Система Maple сама по себе является эффективным центром управления вычислениями. Но всё же большинство функций загружается не при запуске программы, а при инициализации так называемых пакетов. Эти пакеты содержат в себе группу дополнительных возможностей (команд), реализованных посредством функций и процедур, и легко читаемых Maple. Это сделано не только для экономии памяти, но и для того чтобы функции из разных разделов математики не смешивались между собой. Удобная специализация и структура пакетов избавляет вашу работу от постоянных поисков нужной функции, среди того огромного количества функций присутствующих в Maple (а их, как уже упоминалось, больше двух тысяч).

Например, чтобы загрузить функции для задач линейной алгебры и векторного исчисления, введите следующую команду:

Пример 1.11. Подключение пакета LinearAlgebra
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Для того чтобы отобразить список, загружаемых при этом функций, завершите команду точкой с запятой. Таким же образом инициализируются и все другие пакеты.
Особого внимания за свои возможности заслуживает пакет Student. Как не трудно догадаться из названия, он предназначен для студентов-математиков. Он содержит в себе основные пакеты для вычислений, такие как Calculus1, VectorCalculus. А также пакет LinearAlgebra, которому в основном и посвящена эта книга.
Нами были выбраны пакеты LinearAlgebra и linalg для разработки алгоритмов работы над матрицами. Эти пакеты позволяет выполнять все основные действия над матрицами. В пакете LinearAlgebra, в отличие от устаревшего уже linalg, была сделана ставка на использование давно апро​бированных быстрых алгоритмов линейной алгебры, предложенных созда​телями Number Algorithm Group (NAG). Как ни парадоксально, но всё же не все функции из linalg были перенесены в пакет LinearAlgebra, поэтому списывать его со счетов не стоит. В дальнейшем мы будем обращаться к этим функциям, но предварительно обговаривая, что они находятся только в пакете linalg.
При решении сложных задач Вам вероятнее всего потребуются новые специфические функции, которые Вы и найдете в других пакетах. В приложении 3 предоставлен список всех пакетов системы Maple, включая новые пакеты появившиеся только в 11 версии. Для их более детального рассмотрения советуем обратиться к приведённой в конце книги литературе.
На этом вводная часть заканчивается и мы приступаем к изучению курса матричного анализа. При соответствующей математической подготовке приведённых выше фундаментальных знаний о Maple должно хватить для самостоятельного изучения всех пакетов этой системы. Мы же в нашем пособии остановимся только на пакетах LinearAlgebra и linalg, но сделаем это максимально подробно.

Глава 2
Матрицы и действия над ними

2.1 Основные понятия теории матриц

Определение 2.1. Матрица (лат. matrix - источник, начало) - прямоугольная таблица, образованная из чисел (обычно действительных или комплексных), состоящая из m строк и n столбцов.

Обозначение:
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Числа aij (
[image: image47.wmf]m
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;
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), составляющие дан​ную матрицу, называются ее элементами. Здесь первый индекс i обозначает номер строки элемента, а второй  j — номер его столбца. Причем говорят,  что матрица A имеет тип m
[image: image49.wmf]´

n.
Для матрицы A часто употребляется сокращенная запись:
A = [ aij ] или  A = [ aij ]m,n, где aij (
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).
Пример 2.1. Ввод матрицы в Maple двумя способами

[image: image52.wmf]
[image: image53.wmf]
[image: image54.wmf]
[image: image55.wmf]
[image: image56.wmf]
Если т = п, то матрица называется квадратной порядка п. Если же т ≠ п, то матрица называется прямоугольной. В частности, матрица типа  1
[image: image57.wmf]´

n  называется вектором-строкой, а матрица типа m
[image: image58.wmf]´

1 - вектором-столбцом. Число (скаляр) можно рассматривать как матрицу типа  1
[image: image59.wmf]´

1.

Определение 2.2. Диагональной называется квадратная матрица вида:
B = 
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Сокращённая запись: B = [ 
[image: image61.wmf]n
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Если в диагональной матрице все 
[image: image62.wmf]i
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 = 1 (
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), то такая матрица называется единичной и обозначается буквой Е.

Пример 2.2. Ввод единичной матрицы


[image: image64.wmf]
[image: image65.wmf]
[image: image66.wmf]
2.2 Действия над матрицами

Определение 2.3. Cуммой (разностью) двух матриц  A = [ аij ] и B = [ bij ] одинакового типа называется матрица C = [ cij ] того же типа, элементы которой cij = аij + bij (cij = аij – bij).

Пример 2.3. Разность между матрицей A из примера 2.1 и матрицей B из примера 2.2

[image: image67.wmf]
[image: image68.wmf]
Непосредственно из предыдущего определения  вытекают  сле​дующие ее свойства сложения матриц:

1)  A + (B + C) = (A + B) + C    − ассоциативность.
2)  A + B =  B + A                      − коммутативность.
3)  A + 0 = A                              − свойство нуля.
Определение 2.4. Произведением матрицы A = [ аij ] на число α (или произведе​нием числа α на матрицу A) называется матрица, элементы которой получены умножением всех элементов матрицы A на число α.
Пример 2.4. Найти произведение матрицы A на число α, где 
A = [image: image69.wmf] , а α = 3

[image: image70.wmf]
[image: image71.wmf]
[image: image72.wmf]
[image: image73.wmf]
[image: image74.wmf]
Определение 2.5. Пусть A = [ аij ]  и  B = [ bij ]   матрицы типов соответственно m
[image: image75.wmf]´

n  и  p
[image: image76.wmf]´

q. Если число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B, т. е. п = р, то для   этих матриц определена матрица C типа m
[image: image77.wmf]´

q называемая их произведением, при этом    cij = аi1b1j + аi2b2j + … + ainbnj ,  (
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Из определения вытекает следующее правило умножения матриц:

Чтобы получить элемент, стоящий в i-й строке и j-м столбце произведения двух матриц, нужно элементы i-й строки первой матрицы умножить на соответствующие элементы j-го столбца второй и полученные произведения сложить.

Мнемоническое правило: Cтрока на столбец.

Пример 2.5. Найти произведение матриц A и B, где 

A = [image: image80.wmf], B = [image: image81.wmf]

[image: image82.wmf]
[image: image83.wmf]
[image: image84.wmf]
[image: image85.wmf]
[image: image86.wmf]
[image: image87.wmf]
[image: image88.wmf]
Или

[image: image89.wmf]
[image: image90.wmf]
Произведение AB имеет смысл тогда и только тогда, когда матрица A содержит в строках столько элементов, сколько элементов имеется в столбцах матрицы B. В частности, можно перемножать квадратные матрицы лишь одинакового порядка.
Произведение двух матриц не обладает переместительным свой​ством, т. е., вообще говоря, AB ≠ B A, в чем можно убедиться на примерах.
Более того, может даже случиться, что произведение двух матриц, взятых в одном порядке, будет иметь смысл, а произведение тех же матриц, взятых в противоположном порядке, смысла иметь не будет. 
В тех частных случаях, когда AB = BA, матрицы A и B назы​ваются перестановочными (коммутативными). Так, например, как нетрудно убедиться, единичная матрица Е перестановочна с любой квадратной матрицей A того же порядка, причем AЕ = ЕA = A. Таким образом, единичная матрица Е играет роль единицы при умножении. 

2.3 Определитель матрицы. Обратная матрица

Определение 2.6.  Определителем или детерминантом квадратной матрицы  A = [ аij ] называется число det A или |A|, которое может быть вычислено по элементам матрицы  с помощью следующей рекурсии:
Если n = 1, то det A = a11;
Если n = 1, то det A = 
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Мik – детерминант матрицы, полученной из исходной вычеркиванием первой строки и k – го столбца. 

Следует обратить внимание на то, что определители имеют только квадратные матрицы, т.е. матрицы, у которых число строк равно числу столбцов.

 Пример 2.6. Найти определитель для матрицы A, где A = [image: image93.wmf]

[image: image94.wmf]
[image: image95.wmf]
[image: image96.wmf]
[image: image97.wmf]
[image: image98.wmf]
Определение 2.7.  Минором элемента aij матрицы называется определитель матрицы, полученной из данной в результате вычеркивания i-й строки и j-гo столбца.

Определение 2.8.  Рангом матрицы A называется такое натуральное число r, что среди всех миноров r-го порядка матрицы A есть хотя бы один не равный нулю, а все миноры (r + 1)-го порядка, если существуют, равны 0.

Пример 2.7. Найти ранг для матрицы A, где A=[image: image99.wmf]

[image: image100.wmf]
[image: image101.wmf]
[image: image102.wmf]
[image: image103.wmf]
[image: image104.wmf]
Определение 2.9. Обратной матрицей по отношению к дан​ной называется матрица, которая, будучи умноженной как справа, так и слева на данную матрицу, дает единичную матрицу.

Для матрицы A обозначим обратную ей матрицу через A-1. Тогда по определению имеем: AA-1 = A-1A = Е, где Е— единичная матрица.
Нахождение обратной матрицы для данной называется обращением данной матрицы.

Пример 2.8. Найти обратную матрицу A-1 , где A = [image: image105.wmf]

[image: image106.wmf]
[image: image107.wmf]
[image: image108.wmf]
[image: image109.wmf]
[image: image110.wmf]
Глава 3

Блочные матрицы и их алгебра

Часто приходится пользоваться матрицами, разбитыми на прямоугольные части – «клетки» или «блоки».

Пусть дана прямоугольная матрица
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При помощи горизонтальных и вертикальных линий рассечем матрицу A на прямоугольные блоки:
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Про эту матрицу будем говорить, что она разбита на s
[image: image113.wmf]´

t блоков Aαβ размером mα
[image: image114.wmf]´

nβ (
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) или что она представлена в виде блочной матрицы. 
Сокращённая запись: A = [ Aαβ ]  (
[image: image117.wmf]s
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Действия над блочными матрицами производятся по тем же формальным правилам, как и в случае, когда вместо блоков имеем числовые элементы.

Известно, что при умножении двух прямоугольных матриц A и B длина строк в первом сомножителе A должна совпадать с высотой столбцов во втором сомножителе B. Для возможности «блочного» умножения матриц дополнительно требуется, чтобы при разбиении на блоки все горизонтальные размеры в первом сомножителе совпадали с соответствующими вертикальными размерами во втором сомножителе:
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Тогда легко проверить, что

AB = C = [ Cαβ ], где 
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Заметим, что умножение квадратных блочных матриц одного и того же порядка всегда выполнимо, когда сомножители разбиты на одинаковые квадратные схемы блоков и в каждом из сомножителей на диагональных местах стоят квадратные матрицы.

Формула Фробениуса. Пусть неособенная квадратная матрица М (|M| ≠ 0)  разбита на блоки

[image: image124.png]


 QUOTE  


 EMBED Equation.3  
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и пусть также A – неособенная квадратная матрица (|A| ≠ 0)  . Тогда матрица М-1 находится по формуле:
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Формула Фробениуса сводит обращение матрицы порядка n + q к обращению двух матриц порядка n и q и к операциям сложения и умножения матриц с размерами n
[image: image128.wmf]´

n, q
[image: image129.wmf]´

q, n
[image: image130.wmf]´

q, q
[image: image131.wmf]´

n.
Пример 3.1. Найти обратную матрицу M-1 по формуле Фробениуса, где

M = [image: image132.wmf]

[image: image133.wmf]
Ввод осуществляется посредством задания 4 блоков, на которые разбивается исходная матрица M
[image: image134.wmf]
[image: image135.wmf]
[image: image136.wmf]
[image: image137.wmf]
[image: image138.wmf]
[image: image139.wmf]
[image: image140.wmf]
[image: image141.wmf]
Далее вычисляем матрицу H и каждый блок матрицы M-1:
[image: image142.wmf]
[image: image143.wmf]
[image: image144.wmf]
[image: image145.wmf]
[image: image146.wmf]
[image: image147.wmf]
[image: image148.wmf][image: image149.wmf]
[image: image150.wmf]
[image: image151.wmf]
[image: image152.wmf]
[image: image153.wmf]
[image: image154.wmf]
[image: image155.wmf]
[image: image156.wmf]
Далее формируем искомую матрицу M-1:

[image: image157.wmf]
[image: image158.wmf]
Функция blockmatrix содержится в пакете linalg, поэтому для ее использования записывают выражение linalg[blockmatrix], что не подключает весь пакет, а дает возможность использовать только одну функцию. Эта функция позволяет составить матрицу из блоков размера n
[image: image159.wmf]´

n и q
[image: image160.wmf]´

q. 

Декомпозицию блоков можно сделать используя функцию SubMatrix, которая выделяет из матрицы заданный блок.

Пример 3.2. Разбить матрицу A на 4 блока, где A = [image: image161.wmf]

[image: image162.wmf]
[image: image163.wmf]
[image: image164.wmf]
[image: image165.wmf]
[image: image166.wmf]
[image: image167.wmf]
[image: image168.wmf]
[image: image169.wmf]
[image: image170.wmf]
[image: image171.wmf]
[image: image172.wmf]
[image: image173.wmf]
[image: image174.wmf]
Собрать обратно блоки можно многими способами. Приведем два из них:
Пример 3.3. Составить матрицу из 4 блоков A1, A2, A3, A4,

где A1 = [image: image175.wmf],  A2 = [image: image176.wmf],  A3 = [image: image177.wmf],  A4 = [image: image178.wmf].

[image: image179.wmf]
[image: image180.wmf]
[image: image181.wmf]
[image: image182.wmf]
[image: image183.wmf]
[image: image184.wmf]
[image: image185.wmf]
[image: image186.wmf]
[image: image187.wmf]
[image: image188.wmf]
[image: image189.wmf]
[image: image190.wmf]
[image: image191.wmf]
[image: image192.wmf]
[image: image193.wmf]
[image: image194.wmf]
[image: image195.wmf]
[image: image196.wmf]
Второй вариант:

[image: image197.wmf]
[image: image198.wmf]
[image: image199.wmf]
[image: image200.wmf]
[image: image201.wmf]
[image: image202.wmf]
[image: image203.wmf]
[image: image204.wmf]
Глава 4

Матрица Мура-Пенроуза (псевдообратная)

Теорема 4.1. (O скелетном разложении матрицы.) Пусть A 
[image: image205.wmf]Î

 Pm,n,, rank A = r >0, тогда существуют B 
[image: image206.wmf]Î

 Pm,r, C 
[image: image207.wmf]Î

 Pr,n, такие, что A=BC и rank B = rank C = r.
Определение 4.1. Пусть A 
[image: image208.wmf]Î

 Pm,n, тогда МП-матрицей или псевдообратной для матрицы A называется матрица A+ 
[image: image209.wmf]Î

Pn,m такая, что выполняется следующее равенство:

1) AA+A = A;

2) A+AA+ = A+;

3) (A+A)* = A+A;

4) (AA+)* = AA+;
где A*=ĀT.

Теорема 4.2. Для любой матрицы A
[image: image210.wmf]Î

Pm,n существует единственная псевдообратная матрица A+.

Определение 4.2. Пусть имеется система m линейных уравнений с n неизвестными, которой соответствует матричное уравнение AX = B, где A
[image: image211.wmf]Î

Pm,n, X  
[image: image212.wmf]Î

Pn,1 , B  
[image: image213.wmf]Î

Pm,1. Столбец Y = B – AX называется невязкой столбца X. Если X - решение системы, то невязка равна нулю (Y = 0), если же  система несовместна, то столбец X, длина невязки которого минимальна, называется нормальным псевдорешением системы AX = B.
Теорема 4.3. Нормальное псевдорешение системы AX = B всегда существует, единственно и вычисляется по формуле X0 = A+B.

Нахождение МП-матрицы осуществляет специальная функция из пакета LinearAlgebra MatrixInverse, которая вычисляет обратную для любой матрицы, в том числе и для прямоугольной или вырожденной матрицы.

Пример 4.1. Найти псевдообратную матрицы A, если A = [image: image214.wmf]

[image: image215.wmf]
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[image: image217.wmf]
[image: image218.wmf]
[image: image219.wmf]
Можно найти МП-матрицу и алгоритмически, не применяя встроенной функции. Это помогает, когда необходимо произвести проверку в вычислениях того или иного шага в алгоритме.

Пример 4.2. Найти псевдообратную матрицу матрицы A, если 
A = [image: image220.wmf]

[image: image221.wmf]
Ввод исходной матрицы и вычисление её скелетного разложения, и нахождение псевдо-обратной матрицы:
[image: image222.wmf]
[image: image223.wmf]
[image: image224.wmf]
[image: image225.wmf]
Следующий блок выполняет выделение из матрицы r первых линейно-независимых столбцов.

[image: image226.wmf]
[image: image227.wmf]
[image: image228.wmf]
[image: image229.wmf]
[image: image230.wmf]
[image: image231.wmf] 
[image: image232.wmf]
[image: image233.wmf]
[image: image234.wmf]
Находим матрицу C, A=BC:
[image: image235.wmf]
[image: image236.wmf]
Получение МП-матрицы:
[image: image237.wmf]
[image: image238.wmf]
[image: image239.wmf]
[image: image240.wmf]
[image: image241.wmf]
[image: image242.wmf]
Вычисляем длину невязки:

[image: image243.wmf]
[image: image244.wmf]
Глава 5
Многочленные матрицы
Определение 5.1. Множество V называется линейным или векторным пространством над полем P если:
а) любым элементам x, y из V поставлен в соответствие элемент z = x + y из V, называемый суммой x и y;

б)любому элементу x из V и любому числу λ из поля P поставлен в соответствие элемент λx, называемый произведением числа λ на элемент x так, что эти операции удовлетворяют следующим аксиомам:

1. 1) x + y = y + x
    2) (x + y) + z = x + (y + z)
    3) существует элемент 0 такой, что x + 0 = x для любого элемента x из V
    4) для любого элемента x из V существует элемент –x из V такой, что x + (–x) = 0
2. 1) 1·x = x для любого элемента x из V
    2) α(βx) = (αβ)x для любых α, β из P и любого x из V
3. 1) (α + β)x = αx + βx для любых α, β из P и любого x из V
    2) α(x + y) = αx + αy для любого α из Р и любых элементов x, y  из V 

Определение 5.2. Преобразование A, линейного пространства V, называется линейным, если: 
1) A(x + y) = Ax + Ay, для любого x и y из V;

2) A(λx) =  λAx, для любого x из V и для любого λ из P, где P – некоторое поле.
Определение 5.3. Вектор x из V называется собственным для линейного преобразования F, если существует λ из P, такое что Fx= λx, число называется собственным значением линейного преобразования F соответствующего собственному значению x.
Пример 5.1. Найти собственные значения и собственные вектора для матрицы A, где A = [image: image245.wmf]

[image: image246.wmf]
[image: image247.wmf]
[image: image248.wmf]
[image: image249.wmf]
[image: image250.wmf]
[image: image251.wmf]
[image: image252.wmf]
Определение 5.4. Многочлен |A– λ E| называется характеристическим многочленом матрицы A, а уравнение |A– λ E|=0 называется характеристическим уравнением. Корни характеристического уравнения называются  собственными значениями матрицы A.
Пример 5.2. Найти характеристическую матрицу и характеристический многочлен матрицы A, где A = [image: image253.wmf]

[image: image254.wmf]
[image: image255.wmf]
[image: image256.wmf]
[image: image257.wmf]
[image: image258.wmf]
[image: image259.wmf]
[image: image260.wmf]
Определение 5.5. Скалярный многочлен  f(λ) называется аннулирующим  многочленом квадратной матрицы A, если f(A) = 0.

Аннулирующий многочлен ψ(λ) наименьшей степени со старшим коэффициентом, равным единице, называется минимальным многочленом матрицы A.
Пример 5.3. Найти минимальный многочлен матрицы A, где A = [image: image261.wmf]

[image: image262.wmf]
[image: image263.wmf]
[image: image264.wmf]
[image: image265.wmf]
[image: image266.wmf]
[image: image267.wmf]
[image: image268.wmf]
Определение 5.6.  Квадратная матрица порядка n, элементы которой – многочлены от переменной λ с коэффициентами из поля P называется многочленной матрицей или λ-матрицей.
Примерами многочленных матриц могут служить:

1) Характеристическая матрица |A–λE|;

2) Матрица с элементами из поля P.

Пример 5.4. Ввод характеристической матрицы [image: image270.png]


 QUOTE  

A = [image: image271.wmf] 

[image: image272.wmf]
[image: image273.wmf]
[image: image274.wmf]
Определение 5.7. Элементарными преобразованиями матрицы A(λ) называются преобразования из следующих типов:

1) умножение любой строки матрицы A(λ) на любой элемент 
[image: image275.wmf],
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2) умножение любого столбца матрицы A(λ) на любой элемент 
[image: image277.wmf],
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3) прибавление к любой i-ой строке матрицы A(λ) любой ее j-ой строки, умноженной на любой многочлен φ(λ) над полем P (
[image: image279.wmf]j
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).

4) прибавление к любому i-ой столбцу матрицы A(λ) любого его j-ого столбца, умноженного на любой многочлен φ(λ) над полем P (
[image: image280.wmf]j
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).

В Maple элементарные преобразования выполняют функции ColumnOperation и RowOperation для столбцов и строк соответственно.
Перестановка строк (столбцов)

RowOperation(A, K) (ColumnOperation(A, K)) - функция, где K - список из двух чисел, возвращающая матрицу, у которой переставлены строки (столбцы), соответственно числам в списке K:
Пример 5.5. Переставить местами 1-ую и 2-ую строки матрицы A, где 
A = [image: image281.wmf]

[image: image282.wmf]
[image: image283.wmf]
[image: image284.wmf]
[image: image285.wmf]
[image: image286.wmf]
Умножение строки (столбца) на алгебраическое выражение

RowOperation(A, K, s) (ColumnOperation(A, K, s))  - функция, где К – целое число, возвращающая матрицу, у которой К-ая строка (столбец) умножена на s:
Пример 5.6. Дана матрица A = [image: image287.wmf]
1) умножить 2-ую строку матрицы A на 2. 

2) умножить 2-ой столбец матрицы A на λ. 

[image: image288.wmf]
[image: image289.wmf]
[image: image290.wmf]
[image: image291.wmf]
[image: image292.wmf]
[image: image293.wmf]
[image: image294.wmf]
Прибавление к одной из строк (столбцов) другой строки (столбца)

RowOperation(A, K, s)  - функция, где К – список из двух целых чисел i1 и i2, возвращающая матрицу, у которой строка i1 заменена на сумму Row(A, i1) + s∙Row(A, i2).
Аналогично ColumnOperation(A, K, s) возвращает матрицу, у которой стобец i1 заменен на сумму Column(A, i1) + s∙Column(A, i2):

Пример 5.7. Умножить 2-ую строку матрицы A на 2 и прибавить к 1-ой, где A = [image: image295.wmf]

[image: image296.wmf]
[image: image297.wmf]
[image: image298.wmf]
[image: image299.wmf]
[image: image300.wmf]
Глава 6
Жорданова нормальная форма матрицы

Определение 6.1. Квадратные матрицы A и B, одного и того же порядка, называются подобными, если существует такая невырожденная матрица C, что имеет место равенство A = C-1BC.
Пример 6.1. Проверить, подобны ли матрицы A = [image: image301.wmf] и B = [image: image302.wmf]

[image: image303.wmf]
[image: image304.wmf]
[image: image305.wmf]
[image: image306.wmf]
[image: image307.wmf]
[image: image308.wmf]
[image: image309.wmf]
Рассмотрим квадратные матрицы порядка n над полем P. 
Определение 6.2. Жордановой клеткой  порядка k относящейся к числу λ0 называется матрица порядка k (где 
[image: image310.wmf]n
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Примеры:

K=1;
[image: image312.wmf][
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;  K=2; 
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; K=3; 
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Определение 6.3. Жордановой матрицей порядка n называется матрица вида:
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где J1, J2, …, Js - жордановы клетки.

Диагональные матрицы являются частным случаем жордановой матрицы, у них все жордановы клетки 1-го порядка.

Алгоритм приведения квадратной матрицы к жордановой нормальной форме:

Шаг 1. Находим все корни характеристического многочлена в матрице A и их кратности. Если хотя бы один корень не принадлежит полю P, то делаем вывод, что матрица не приводится к жордановой нормальной форме.

Шаг 2. Пусть λ - один из корней характеристического многочлена матрицы A и k - его кратность.

По формуле l(λ) = n – rang(A – λE) определяем общее число клеток жордана вида Jt(λ), t = 1, 2, ..., k.

Для 
[image: image316.wmf]k

t

,...,

1

=

по формуле

lr(λ) = rang(A – λE)t + 1 – 2·rang(A – λE)t + rang(A – λE)t - 1 находим общее число клеток порядка t с элементом λ на главной диагонали входящих в матрицу жордана J. При этом (A – λE)0 = E.
Шаг 3. Повторяем второй шаг для всех корней характеристического многочлена матрицы A.
Шаг 4. Расставляем клетки жордана на главной диагонали матрицы J.

Пример 6.2. Найти Жорданову форму матрицы A, где A = [image: image317.wmf]

[image: image318.wmf]
[image: image319.wmf]
[image: image320.wmf]
Шаг 1. Найдём корни характеристического многочлена:
Построим матрицу характеристического многочлена матрицы A равного: |A-vE|:
[image: image321.wmf]
[image: image322.wmf]
Запишем характеристический многочлен:
[image: image323.wmf]
[image: image324.wmf]
Найдём корни характеристического многочлена:
[image: image325.wmf]
[image: image326.wmf]
Определим размерность квадратной матрицы A:
[image: image327.wmf]
[image: image328.wmf]
[image: image329.wmf]
Шаг 2. Определим число клеток Жордана:
Вычислим общее кол-во клеток:

[image: image330.wmf]
[image: image331.wmf]
[image: image332.wmf]
[image: image333.wmf]
[image: image334.wmf]
[image: image335.wmf]
[image: image336.wmf]
[image: image337.wmf]
[image: image338.wmf]
[image: image339.wmf]
[image: image340.wmf]
[image: image341.wmf]
[image: image342.wmf]
[image: image343.wmf]
[image: image344.wmf]
[image: image345.wmf]
[image: image346.wmf]
[image: image347.wmf]
[image: image348.wmf]
[image: image349.wmf]
Шаг 3. Построим по полученным данным Жорданову нормальную форму исходной матрицы:

(построение производится вручную)
[image: image350.wmf]
[image: image351.wmf]
Шаг 4. Проверим результат:
[image: image352.wmf]
[image: image353.wmf]
Примечание: Матрицы J и J1 равносильны. Так как одна сводится к другой при помощи элементарных преобразований.
Глава 7
Функции от матриц

Пусть имеется матрица A 
[image: image354.wmf]Î

 Cn,n и функция f : C → C. Требуется определить f(A).

В частном случае когда 
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- многочлен относительно x, f(A) мы находим непосредственной подстановкой:
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Пусть ψ(λ) - минимальный многочлен матрицы A.
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где - все различные собственные значения матрицы A.
Пусть имеются два многочлена g(λ) и h(λ), такие, что g(A) = h(A), тогда d(λ) = g(λ) – h(λ) – аннулирующий многочлен матрицы (так как d(A) = g(A) – h(A) = 0) и, значит, делится на ψ(λ) без остатка.

Следовательно,
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Значит,
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Множество, состоящее из m чисел:
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, 
будем называть значениями функции f на спектре матрицы A. Если они существуют, то будем говорить, что функция f  определена на спектре матрицы A. Если функция f  не определена на спектре матрицы A, то не определено и f(A).
Мы показали, что если g(A) = h(A), то g(ΛA) = h(ΛA). Нетрудно заметить, что верно и обратное, то есть если g(ΛA) = h(ΛA), то g(A) = h(A).
Отсюда следует, что значения многочлена g на спектре матрицы A однозначно определяют матрицу g(A), то есть все многочлены, значения которых на спектре матрицы A совпадают с g(​ΛA), будут иметь матричное значение g(A).

Таким же образом определим произвольную функцию матричного аргумента: значения функции f(λ) на спектре матрицы A должны полностью определять f(A), то есть все функции, значения которых на спектре матрицы A совпадают, должны иметь одно и то же матричное значение f(A). Но тогда, для того чтобы найти f(A), достаточно найти любой многочлен g(λ), который на спектре матрицы A принимал бы те же значения, что и функция. Тогда f(A) = g(A).

Определение 7.1. Пусть функция f определена на спектре матрицы A, тогда f(A) = g(A), где g(λ) - любой многочлен, такой, что f(ΛA) = g(ΛA).
Но всегда можно добиться того, что степень многочлена, с помощью которого мы определяем  f(A), будет меньше m. Действительно, разделим g(λ)на ψ(λ):

g(λ) = ψ(λ) q(λ) + r(λ), где deg r < m.
Тогда g(A) = ψ(A) q(A) + r(A), но ψ(A) = 0, следовательно, g(A) = r(A), значит f(A) = r(A).

Существует ровно один многочлен, такой, что f(ΛA) = r(ΛA) и deg r < m, который определяется интерполяционными условиями:

Этот многочлен называется интерполяционный многочлен Лагранжа-Сильвестра. Тогда мы можем дать новое определение f(A).

Определение 7.2. Пусть функция f определена на спектре матрицы A, тогда f(A) = r(A), где r(λ) - интерполяционный многочлен Лагранжа-Cильвестра.
Свойства функции от матрицы:

1. Пусть λ1,…, λn - все собственные значения матрицы A 
[image: image368.wmf]Î

 Cn,n, тогда f(λ1),…, f(λn) - собственные значения f(A).
2.  Пусть матрицы A и B подобны, причем B =  S-1AS, тогда f(B) = S-1f(A)S.
3. Если A = diag{A1, …, Ak}, то f(A) = diag{f(A1), …, f(Ak)}.
В пакете LinearAlgebra содержатся функции позволяющие вычислять различные функции от матриц. Рассмотрим эти функции. 

Пример 7.1. Возвести матрицу A в степени 2 и 0,5, где A = [image: image369.wmf]
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Пример 7.2. Найти еA и еAx , где A = [image: image377.wmf]
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Пример 7.3. Найти A2, cos(A) и еA, где A = [image: image385.wmf]
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[image: image390.wmf]
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Глава 8
Матричные уравнения

8.1 Уравнение вида AХ = ХB
Рассмотрим матричное уравнение AX = XB, где 
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Теорема 8.1. Общее решение уравнения AX = XB, где 
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может быть найдено по формуле: 
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Где 
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Если 
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 - произвольная правильная верхняя треугольная матрица.
Матрица X зависит от N произвольных параметров 
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Пример 8.1. Решить матричное уравнение AX = XB, 
где  A = [image: image420.wmf] , B = [image: image421.wmf]

[image: image422.wmf]
Ввод матрицы A:
[image: image423.wmf]
[image: image424.wmf]
Ввод матрицы B:
[image: image425.wmf]
[image: image426.wmf]
Найдем жорданову форму J1 матрицы A и преобразующую матрицу U:
[image: image427.wmf]
[image: image428.wmf]
[image: image429.wmf]
Найдем жорданову форму J2 матрицы B и преобразующую матрицу V:
[image: image430.wmf]
[image: image431.wmf]
[image: image432.wmf]
Найдем решение уравнения 
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Вычисления выполняются вручную.
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8.2 Уравнение вида AХ = ХA
Пусть дана матрица 
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. Будем решать следующую задачу: найти все матрицы 
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, перестановочные с A. Для этого необходимо найти общее решение уравнения AX = XA. Так как уравнение AX = XA является частным случаем уравнения AX = XB, то для его решения воспользуемся теоремой 8.1 и сформулируем новую теорему: 
Теорема 8.2. Общее решения уравнения AX = XA, где 
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может быть найдено по формуле: 
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Где 
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Если 
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 - произвольная правильная верхняя треугольная матрица. Матрица X зависит от N произвольных параметров 
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Пример 8.2. Решить матричное уравнение AX = XA, где A = [image: image457.wmf]

[image: image458.wmf]
Ввод матрицы A:
[image: image459.wmf]
[image: image460.wmf]
Найдем жорданову форму J1 матрицы A и преобразующую матрицу U:

[image: image461.wmf]
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Найдем решение уравнения 
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Вычисления выполняются вручную.
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8.3 Решение уравнения AX – XB = C
Пусть дано уравнение AX – XB = C, где 
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. Это матричное уравнение эквивалентно системе m∙n линейных уравнений относительно элементов матрицы X. 

Рассмотрим соответствующее однородное уравнение AX – XB = 0. Если матрицы A и B не имеют одинаковых собственных значений, то уравнение AX – XB=0 имеет единственное решение; если же матрицы A и B имеют одинаковые собственные значения, то в зависимости от C возможны два варианта:
1. Уравнение не имеет решения.

2. 
[image: image472.wmf]B

A

X

X

X

~

~

0

+

=

, где 
[image: image473.wmf]0

X

- произвольное частное решение уравнения AX-XB=C, 
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Алгоритмизация данного типа уравнений отводится в качестве упражнения.
Глава 9

Нормы матриц

Определение 9.1. Неравенство A ≤  B  между  матрицами   A = [ аij ]  и   B =[ bij ]   одинаковых  типов   обозна​чает, что   аij  ≤  bij .  В этом смысле   не   всякие  две матрицы сравнимы между собой.
Определение 9.2. Под абсолютной величиной (модулем) матрицы  A= [ аij ] будем понимать матрицу       |A| = [ | аij| ]
где |аij| — модули элементов матрицы A.
Если A и B— матрицы, для которых операции A + B  и AB имеют смысл, то:
 а) | A + B | ≤ | A | + | B |; 
б) | A B | ≤ | A | · | B |;
в)  | α A | = | α | · | A |;               
(α — число).
Определение 9.3. Под нормой матрицы A = [ аij ] понимается действительное число || A ||, удовлетворяющее условиям:
а)  || A || ≥ 0, причем   ||A|| =0  тогда и только тогда, когда A = 0;
б)   || α A ||  = | α | ·  || A || (α — число)   и,   в   частности, || –A || = || A ||;
в)   || A + B || ≤ || A || + || B ||; 
г)   || AB || ≤ || A || · || B ||;
 (A и B — матрицы,   для   которых   соответствующие операции имеют смысл). 
В дальнейшем для матрицы   A = [ аij ]    произвольного типа мы будем рассматривать главным образом три легко вычисляемые нормы;
1)   || A ||m  = 
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Далее представлены алгоритмы для нахождения нормы матрицы каждого вида:

Пример 9.1. Найти m-норму для матрицы A, где A =
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Пример 9.2. Найти l-норму для матрицы A, где A = 
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Пример 9.3. Найти k-норму для матрицы A, где A =  
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Приложение 1 
Генерация задач

Часто возникают проблемы с подготовкой контрольных и проверочных работ по данному курсу, что связано с недостатком имеющихся в учебных пособиях типовых заданий для индивидуальной работы группе студентов.

Используя Maple нетрудно решить эту проблему.
Возьмем, к примеру, наиболее легкий тип задач. Пусть у нас дана матрица A:

[image: image524.wmf]
и необходимо найти собственные значения этой матрицы. 

Решая поставленную задачу находим: 
[image: image525.wmf]
где этот столбец – вектор собственных значений, равных -1 кратности 3.
Необходимо растиражировать эту задачу, сохранив данные собственные значение и их кратность.

Открываем Maple и прописываем ввод исходной матрицы:

[image: image526.wmf]
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А далее строчки цикла, в котором, используя элементарные преобразования характеристической матрицы, получаем большое количество матриц с другими числовыми элементами, но имеющими строго такие же собственных значения, причем с той же кратностью.
[image: image532.wmf]
[image: image533.wmf]
[image: image534.wmf]
В результате выполнения этого кода получаем 66 различных матриц, из которых выбираем наиболее простые (например, элементы матрицы не превосходят заданного числа). Возьмем 5 матриц:

[image: image535.wmf] [image: image536.wmf] [image: image537.wmf] [image: image538.wmf] [image: image539.wmf] [image: image540.wmf]
Все эти матрицы имеют собственные значения равные -1 с кратностью 3. 

Если же необходимо из данной матрицы получить новые, но с уже другими собственными значениями, можно применить следующие строчки:

[image: image541.wmf]
В результате выполнения этого блока кода, мы получаем 9 матриц с подобной структурой собственных значений, но с уже различными числовыми значениями. К примеру, вот 3 матрицы из них:

[image: image542.wmf]   собственные значения : [image: image543.wmf]
[image: image544.wmf]  собственные значения : [image: image545.wmf]
[image: image546.wmf]  собственные значения : [image: image547.wmf]
Изменяя пределы внешнего цикла можно получить необходимое количество матриц.
Таким образом, взяв те же самые 5 известных примеров из пособий  и выбрав затем по 5 и 3 матриц, полученных в результате выполнения алгоритма, мы получим 45 (5 исходных и 40 сгенерированных) различных матриц с пятью вариантами собственных значений, что уже вполне достаточно для индивидуальной работы.

Данный подход можно применять не только к задачам о собственных значений, но и ко многим задачам курса матричного анализа. Приведем еще один алгоритм генерации условий.

МП-матрица
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Далее находим скелетное разложение исходной матрицы и находим псевдообратную матрицу:
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В следующем фрагменте происходит генерация новых матриц с другим скелетным и с другой МП-матрией:
[image: image556.wmf]
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В результате работы данного алгоритма решена проблема генерации условий для МП-матриц.
Приложение 2
Краткий обзор функций пакета LinearAlgebra
	Функция 
	Краткое описание

	Add
	Сумма матриц, умноженных на скаляр.

	Adjoint
	Возвращает присоединенную матрицу М, такую, что A.М=det(A).En.

	BackwardSubstitute
	Реализует метод обратной подстановки при решении системы линейных уравнений.

	BandMatrix
	Создает ленточную матрицу.

	Basis
	Возвращает базис векторного пространства.

	BezoutMatrix
	Создает  Bezout-матрицу двух полиномов.

	BidiagonalForm
	Возвращает матрицу в бидиагональной форме.

	BilinearForm
	Вычисляет общую билинейную форму двух векторов, относительно матрицы.

	CharacteristicMatrix
	Создает характеристическую матрицу.

	Column
	Возвращает указанные столбцы.

	ColumnDimension
	Определяет число столбцов матрицы.

	ColumnOperation
	Выполняет элементарные операции над столбцами матрицы.

	ColumnSpace
	Возвращает список столбцов, образующих базис в векторном пространстве, образованном столбцами матрицы.

	CompanionMatrix
	Вычисляет сопровождающую матрицу, ассоциированную с полиномом.

	ConditionNumber
	Вычисляет число обусловленности матрицы.

	ConstantMatrix
	Возвращает матрицу, все элементы которой равны заданному числу.

	ConstantVector
	Возвращает вектор, все элементы которого равны заданному числу.

	CharacteristicPolynomial
	Создает характеристический многочлен матрицы.

	Copy
	Создает копию матрицы или вектора.

	CrossProduct
	Вычисляет перекрестное произведение двух векторов.

	DeleteColumn
	Удаление столбца из матрицы.

	DeleteRow
	Удаление строки из матрицы.

	Diagonal
	Возвращает диагональ в виде вектора.

	DiagonalMatrix
	Создает блок-диагональную матрицу.

	Dimension
	Возвращает размерность вектора или матрицы.

	DotProduct
	Вычисляет внутреннее произведение двух векторов.

	Eigenvalues
	Вычисляет собственные значения матрицы.

	Eigenvectors
	Вычисляет собственные вектора матрицы.

	Equal
	Сравнивает два вектора или матрицы на эквивалентность.

	ForwardSubstitute
	Реализует метод обратной подстановки при решении системы линейных уравнений.

	FrobeniusForm
	Сводит квадратную матрицу к форме Фрабениуса.

	GaussianElimination
	Выполняет Гауссово исключение матрицы.

	GenerateEquations
	Создает уравнения из коэффициентов матрицы.

	GenerateMatrix
	Создает коэффициенты матрицы из уравнений.

	GetResultDataType
	Возвращает тип результат векторной или матричной операции.

	GetResultShape
	Возвращает форму результата векторной или матричной формы.

	GivensRotationMatrix
	Создает матрицу для Givens поворота.

	GramSchmidt
	Вычисляет ортогональные вектора.

	HankelMatrix
	Создает Hankel матрицу.

	HermiteForm
	Вычисляет Hermite форму матрицы.

	HermitianTranspose
	Вычисляет сопряжено-транспонированную матрицу.

	HessenbergForm
	Сводит квадратную матрицу к Hessenberg форме.

	HilbertMatrix
	Создает универсальную Hilbert матрицу.

	HouseholderMatrix
	Создает Householder матрицу.

	IdentityMatrix
	Создает единичную матрицу.

	IntersectionBasis
	Возвращает базис пересечения векторного пространства.

	IsDefinite
	Тест на положительную или отрицательную определенность матрицы.

	IsOrthogonal
	Тест на ортогональность матрицы.

	IsSimilar
	Тест на подобие двух матриц.

	IsUnitary
	Тест на унитарность матрицы.

	JordanBlockMatrix
	Создает матрицу из Жордановых блоков.

	JordanForm
	Сводит матрицу к Jordan форме.

	LeastSquares
	Решение уравнений по методу наименьших квадратов.

	LinearSolve
	Решение линейных уравнений.

	LUDecomposition
	Вычисляет LU-разложение.

	Map, Map2
	Отображает процедуру или операцию на матрице или векторе вместе.

	MatrixAdd
	Вычисляет сумму двух матриц.

	MatrixBuilder
	Интерактивное создание матрицы.

	MatrixExponential
	Вычисляет е^A.

	MatrixFunction
	Вычисляет F(A) для квадратной матрицы.

	MatrixInverse
	Вычисляет обратную матрицу или МП-матрицу.

	MatrixMatrixMultiply
	Вычисляет произведение двух матриц.

	MatrixNorm
	Вычисляет p-норму матрицы.

	MatrixPower
	Вычисляет A^n.

	MatrixScalarMultiply
	Вычисляет произведение матрицы и скаляра.

	MatrixVectorMultiply
	Вычисляет произведение матрицы и столбец-вектора.

	MinimalPolynomial
	Вычисляет минимальный многочлен матрицы.

	Minor
	Вычисляет минор матрицы.

	Multiply
	Вычисляет произведение матриц, векторов и скаляров.

	Norm
	Вычисляет p-норму матрицы или вектора.

	Normalize 
	Нормализация вектора.

	OuterProductMatrix
	Вычисляет внешнее произведение двух векторов.

	Permanent
	вычисляет перманент матрицы — определитель, вычисляемый без перестановок.

	Pivot
	Вращение матрицы.

	PopovForm
	Вычисляет Popov нормальную форму матрицы.

	QRDecomposition
	Вычисляет QR-разложение.

	RandomMatrix
	Создает рандомно матрицу.

	RandomVector
	Создает рандомно вектор.

	Rank
	Вычисляет ранг матрицы.

	ReducedRowEchelonForm
	Выполняет Gauss-Jordan устранение в матрице.

	Row
	Возвращает указанные строки матрицы.

	RowDimension
	Возвращает число строк матрицы.

	RowOperation
	Выполняет элементарные операции над строками матрицы.

	RowSpace
	Возвращает список строк, образующих базис в векторном пространстве, образованном строками матрицы.

	ScalarMatrix
	Создает скалярно умноженную на единичную матрицу.

	ScalarMultiply
	Вычисляет произведение  вектора или матрицы на скаляр.

	ScalarVector
	Создает скалярно умноженный на элемент вектора.

	SchurForm
	Сводит квадратную матрицу к Schur форме.

	SingularValues
	Вычисляет сингулярные значения матрицы.

	SmithForm
	Сводит матрицу к Smith нормальной форме.

	StronglyConnectedBlocks
	Вычисляет сильно связанные блоки в матрице.

	SubMatrix
	Извлекает указанную подматрицу из матрицы.

	SubVector
	Извлекает указанный вектор из матрицы.

	SumBasis
	Возвращает базис прямой суммы векторных пространств.

	SylvesterMatrix
	Создает Sylvester матрицу из двух полиномов.

	ToeplitzMatrix
	Создает Toeplitz матрицу.

	Trace
	Вычисляет след квадратной матрицы.

	Transpose
	Вычисляет транспонированную матрицу, вектор или скаляр.

	TridiagonalForm
	Сводит матрицу к Tridiagonal форме.

	UnitVector
	Создает Unit вектора.

	VandermondeMatrix
	Строит Vandermonde матрицу.

	VectorAdd
	Вычисляет сумму двух векторов.

	VectorAngle
	Вычисляет угол между двумя векторами.

	VectorNorm
	Вычисляет p-норму вектора.

	VectorScalarMultiply
	Вычисляет произведение вектора на скаляр.

	ZeroMatrix
	Создает нулевую матрицу.

	ZeroVector
	Создает нулевой вектор.


Приложение 3
Краткий обзор пакетов системы Maple

	Название пакета
	Краткое описание

	Algcurves
	Средства для изучения однормерных алгебраических кривых, определяемых полиномами нескольких переменных

	Codegen
	Средства для создания, обработки и перевода процедур Maple в код языков программирования С и Fortran

	Combinat
	Комбинаторные функции, включая вычисление перестановок и сочетаний. В настоящее время считается устаревшим. Для этих же целей рекомендуется использовать пакет combstruct

	Combstruct
	Команды для работы с комбинаторными структурами

	Context
	Средства для построения и изменения контекстных меню в графическом интерфейсе пользователя

	DEtools
	Средства для выполнения преобразований обыкновенных дифференциальных уравнений, их решения и графического отображения решений с возможностью построения фазовых портретов и полей направлений систем дифференциальных уравнений

	Diffalg
	Команды для работы с системами полиномиальных дифференциальных уравнений, как обыкновенных, так и в частных производных 

	
Differential Geometry
	Векторные поля, дифференциальные формы и преобразования; тензорный анализ;  расчеты на пространствах потоков; алгебры и группы Ли, а также группы преобразований. 

	Difforms
	Команды для работы с дифференциальными формами при решении задач дифференциальной геометрии.

	Domians
	Команды для создания областей вычисления. Поддерживают работу с полиномами, матрицами и рядами над числовыми кольцами, конечными полями, кольцами полиномов и матриц

	Finance
	Команды для выполнения финансовых вычислений (финансовая математика)

	GaussInt
	Команды для работы с гауссовыми целыми числами - комплексными числами вида a + b I, где a и b целые 

	genfanc
	Команды для работы с рациональными производящими функциями

	geom3d
	Команды для выполнения построений и вычислений в трехмерном евклидовом пространстве. Позволяют строить и работать в трехмерном пространстве с точками, линиями, плоскостями, треугольниками, сферами и т.д.

	geometry
	Команды для выполнения построений и вычислений нам евклидовой плоскости. Позволяют строить и работать с точками, линиями, плоскостями, треугольниками, окружностями и т.д.

	GF
	Команды для работы с полями Галуа

	
Graph Theory
	Более 150 функций и более 35 готовых специальных графов. Ориентированные и неориентированные графы и графы с весами ребер. Визуализация графов в двух и трех измерениях.  Импорт/экспорт содержимого графов

	Groebner
	Команды для организации вычислений в базисе Гренбера

	group
	Команды для работы с группами перестановок и конечными группами

	inttrans
	Команды для работы с интегральными преобразованиями и их обратными преобразованиями

	linesumm
	Команды определения симметричности ссистем дифференциальных уравнений в частных производных

	linalg
	Команды для работы с символьными матрицами и векторами: сложени, умножение матриц, собственные числа и векторы в символьном виде и др 

	LinearAlgebra
	Усовершенствованные команды линейной алгебры для работы со специальным видом числовых матриц Matrix

	LREtools
	Команды для преобразования, графического отображения и решения рекуррентных уравнений

	Matlab
	Команды для подключения и использования некоторых матричных функций системы численных вычислений Matlab. Работают при установленном пакете Matlab

	networks
	Команды для создания  и работы с различными типами графов 

	numapprox
	Команды для построения полиномиальной аппроксимации функций на заданном интервале

	numtheory
	Команды для вычислений в области классической теории чисел

	Ore_algebra
	Команды для основных вычислений в алгебрах линейных операторов 

	orthopoly
	Команды построения различных типов ортогональных полиномов

	padic
	Команды p-адического приближения вещественных чисел

	PDEtools
	Средства для выполнения преобразований дифференциальных уравнений в частных производных, их решения и графического отображений решений

	
Physics
	Антикоммутативные и некоммуникативные переменные и функции, пространственно временные тензоры, алгебраические векторы и стандартные объекты. Возможность задать нестандартные сокращения и пространственно временные свойства.

	plots
	Команды построения специальных видов графиков функций, включая построение линий уровня, отображение неявно заданных функций, включение текстовых надписей в график, построение графиков в различных системах координат

	plottools
	Команды для создания и работы с графическими объектами

	polytools
	Команды для работы с полиномами 

	powseries
	Команды построения и работы с формальными степенными рядами

	process
	Команды, позволяющие писать многопроцессорные Maple-программы в системе UNIX

	simplex
	Команды решения задач линейной оптимизации на основе симплекс-метода

	Slode
	Команды построения формального решения линейных обыкновенных уравнений в виде степенных рядов 

	Spread
	Команды, позволяющие программировать электронные таблицы Maple

	stats
	Команды статистической обработки данных

	student
	Команды, наиболее часто используемые студентами

	sumtools
	Команды вычисления конечных и бесконечных сумм

	tensor
	Команды работы с тензорами и их применение в общей теории относительности
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 - новое в Maple версии 11.
 Литература
1 Манзон Б. Maple V Power Edition / Б. Манзон.–  М.: Информационно-издательский дом Филинъ, 1998. 

2 Сдвижников О. Математика на компьютере: Maple 8 / О. Сдвижников. – М.: СОЛОН-Пресс, 2003. 

3 Дьяконов В. Математическая система Maple V / В. Дьяконов. – М.: СОЛОН-Пресс, 1998. 

4 Дьяконов В. Maple 9 в математике, физике и образовании / В. Дьяконов. – М.: СОЛОН-Пресс, 2004. 

5 Васильев А. Maple 8. Самоучитель / А. Васильев. –  М.: Диалектика, Вильямс, 2003. 

6 Monagan,  M. B. Maple 11 / [и др.].                                              

7 Advanced programming guide. Waterloo Maple Inc. 2007.
8 Гантмахер Ф.Р. Теория матриц / Ф.Р. Гантмахер. – М.: Наука, 1988. 

9 Ланкастер П. Теория матриц / П. Ланкастер. – М.: Наука, 1973. 
10  Комраков Б. Матричный анализ: курс лекций / Б. Комраков. – Мн.: БГУ, 2006.[image: image567.wmf][image: image568.png]


[image: image569.wmf][image: image570.wmf][image: image571.wmf][image: image572.wmf][image: image573.wmf][image: image574.wmf][image: image575.wmf][image: image576.wmf][image: image577.wmf][image: image578.wmf][image: image579.wmf][image: image580.wmf][image: image581.wmf][image: image582.wmf][image: image583.wmf][image: image584.wmf]
60

_1199694330.unknown

_1289028893.unknown

_1290105071.unknown

_1290162320.unknown

_1290162988.unknown

_1290163265.unknown

_1290163290.unknown

_1290163955.unknown

_1290165192.unknown

_1290163754.unknown

_1290163289.unknown

_1290163175.unknown

_1290163245.unknown

_1290163044.unknown

_1290162803.unknown

_1290162835.unknown

_1290162356.unknown

_1290107400.unknown

_1290107519.unknown

_1290108195.unknown

_1290108210.unknown

_1290108219.unknown

_1290108173.unknown

_1290108171.unknown

_1290107448.unknown

_1290107263.unknown

_1290107386.unknown

_1290105597.unknown

_1289029245.unknown

_1289031876.unknown

_1289031930.unknown

_1289032052.unknown

_1289033024.unknown

_1289033025.unknown

_1289033023.unknown

_1289032046.unknown

_1289031922.unknown

_1289031887.unknown

_1289031900.unknown

_1289029402.unknown

_1289031498.unknown

_1289031794.unknown

_1289031866.unknown

_1289029453.unknown

_1289029266.unknown

_1289029246.unknown

_1289029247.unknown

_1289028999.unknown

_1289029029.unknown

_1289029244.unknown

_1289028944.unknown

_1289028901.unknown

_1286959083.unknown

_1289028681.unknown

_1289028696.unknown

_1289028885.unknown

_1289026733.unknown

_1289028587.unknown

_1287165571.unknown

_1289026309.unknown

_1289026349.unknown

_1289026365.unknown

_1287165922.unknown

_1286959096.unknown

_1286954346.unknown

_1286955948.unknown

_1286956147.unknown

_1286956349.unknown

_1286956093.unknown

_1286954824.unknown

_1286954886.unknown

_1286954900.unknown

_1286954863.unknown

_1286954845.unknown

_1286954753.unknown

_1286954813.unknown

_1286954742.unknown

_1269584282.unknown

_1279789465.unknown

_1286562620.unknown

_1286952191.unknown

_1269584424.unknown

_1270405469.unknown

_1269584401.unknown

_1269584260.unknown

_1269584281.unknown

_1199863835.unknown

_1269584231.unknown

_1199863683.unknown

_1199722598.unknown

_1199693678.unknown

